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Computabilidad y Complejidad

Introducciéon

Conceptos Elementales

= Alfabeto: Conjunto finito de simbolos X={a,, ..., a,}
»  Cadena o palabra: Secuencia de simbolos we 2*

s Lenguaje: Conjunto de cadenas sobre un alfabeto L& X* L={w,, ..., w

oWy e

» Problema: Pregunta precisa (predicado l6gico) sobre un conjunto de
elementos (dominio) p:A—>B

» Problema de decision: Pregunta de respuesta binaria d: 4 — {0, 1}
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Introducciéon

Estudio formal de un problema

»  Representacion: asignacion de una cadena a cada elemento del dominio
R:A —>X*

= Resolucion: secuencia de acciones de manipulacion de las cadenas
frrF o X*

» Interpretacion de los resultados o cadenas finales /: 2* — B

Computacion = Resolucion de problemas
Lenguaje formal = Representacion de un problema de decision
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Modelos de computacion

Modelos de computacion

¢ Determinista
= Maiquina de Turing
= Funciones Recursivas

¢ No determinista
= Maiquina de Turing no determinista

+ Otros
= Paralelos
= Cuanticos
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Maquinas de Turing

La Maquina de Turing (MT)
Modelo de proceso mental algoritmico (Alan Turing, 1936)

Propuesto antes de la aparicion de los computadores

Proceso mental Modelo (Maquina de Turing)
Conjunto de simbolos (finito) Alfabeto
Papel (ilimitado) y lapiz Cinta (ilimitada) y cabeza
Estados mentales (finitos) Estados
Acciones: Transiciones:
— observar — leer de la cinta
—  sustituir — escribir/cambiar estado
— transferir atencion — mover cabeza (R/L)
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Maquinas de Turing

Definicién Formal M= L#Q04q,f, F)
2 Alfabeto de la maquina
r Alfabeto de cinta
el Espacio blanco (casilla vacia, #gzJ3))
0 Conjunto finito de estados
q,€ 0 Estado inicial
f Funcioén de transicion f- Q xI"— Q xI'x{R, L}
FcQ Conjunto de estados finales o de parada

El comportamiento es determinista
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Maquinas de Turing

Ejemplo M=({a b}, {a b # 4 (4, 4} 4, {9})

f a b #
—4q,| 9,bR | q,aR qf»#L

Inicio (dato de entrada) Parada (dato de salida)
| lalalolal T] [ Telolalol [ 1
<>
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Maquinas de Turing

Mas definiciones

¢ Computacion: Secuencia de movimientos que llevan a configuracion de parada
(qp W) |—(qy w) con gfeF
¢ Bucle infinito: Situacion de la MT que nunca para
(Gy W) |—=0

*  Magquina de Turing no determinista: Su operacion viene definida por una
relacion de transicion Rc OXxI'>QXxI'x{R L}

¢ Funcion Turing computable: Cualquier f:2*—2* para la que existe una MT
capaz de computar todas las cadenas we ' * para las que f(w) esté definida,
transformandolas en w’=f{w)

(G0 W) [—(q, W)
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Funciones Recursivas

Funciones Recursivas
Enfoque funcional de los problemas
Problema = Funcion f> N" — N™
Dominio y rango = Numeros naturales

Construccion = funciones iniciales + operaciones

Funciones iniciales

= Cero N >N )=0
= Sucesor oo N> N ox)=x+1
= Proyecciones o N =N X, Xy .o X,) = X;

Son totales y computables
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Funciones Recursivas

Operaciones basicas

¢ Combinacion fxg: Nt — Nmtk
Se define a partirde f:N" - N" y g:N" — Nk como:

IXe(xp Xy X,) = (fx) Xy . X,) 08X, X5y 0 X))

¢ Composicion g-f: N* > Nk
Se define a partir de N" - N" y g: N" — N* como:

g f(xpxy . x,) =g (f(x), Xy .. X))
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Funciones Recursivas

¢ Recursividad primitiva ~ h: N"* — N7
Se define a partir de fLN" — N"y g:N** — N™como:
h(x, x5 ... x,, 0) =f(x, X, ... x,)
hxp, Xp0 o X, YE) = Q06 X X, Y0 B (X Xy X, V)

¢ Minimalizacion H:N" >N
A partirde fN™! — N es pf(x; X, ... x,)=y sise cumple que:
o fi(x,xy..x,,¥)=0
o VX, <y Af(xp Xy Xy X)) & fx Xy Xy, X)) #0

(y es el minimo valor que hace f{x1, x2, ... xn, y) = 0, estando f definida para
todos los valores anteriores)

Computabilidad y Complejidad




Funciones Recursivas

Definiciones

Funciones recursivas primitivas

= Conjunto de funciones f: N* — N" que pueden obtenerse a partir de las
iniciales usando un nimero finito de operaciones de composicion,
combinacion ylo recursividad primitiva.

= Son funciones totales

Funciones recursivas parciales

= Conjunto de funciones f Nt — N" que pueden obtenerse de las iniciales
usando un numero finito de operaciones de composicion, combinacion,
recursividad primitiva y/o minimalizacion

» La minimalizacion permite definir funciones estrictamente parciales
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Conclusiones interesantes

Teoremas
¢ Toda funcion recursiva parcial es Turing-computable

¢ Todo proceso computacional realizado por una maquina de Turing es el
calculo de una funcion recursiva parcial

= {fs. rec. parciales} = {fs. Turing computables}

Son MODELOS EQUIVALENTES
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Conclusiones interesantes

Tesis de Church-Turing
¢ Cualquier funcion computable es una funcion recursiva parcial

¢ Cualquier proceso computacional puede ser realizado por una Mdquina
de Turing

= NO son teoremas,
son afirmaciones NO DEMOSTRADAS NI REFUTADAS
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Conclusiones interesantes

Limites de la Computabilidad

¢ Las maquinas de Turing se pueden codificar como cadenas = Son un
conjunto infinito numerable

[{MT}|=| |
¢ Los problemas de decision d: 2* — {0, 1} (conjunto de las partes de
2*) forman un conjunto infinito no numerable

|[{d}|=2'"1>|{MT}|

|{problemas de decision}| >|{algoritmos|
= Hay infinidad de problemas NO COMPUTABLES
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Conclusiones interesantes

Lenguaje Esencial o0 Minimo
Es el minimo lenguaje de programacion suficiente para expresar cualquier
funcion recursiva parcial - Nt — N"

Tipo de datos enteros

Sentencias incr var
decr var
while var#0 do

end

= Ningun lenguaje de programacion es mas potente que éste
= mismo LIMITE COMPUTACIONAL para el software
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Ejemplos

Lagarias (1985)
¢El algoritmo de Lagarias se detiene para cualquier numero positivo de
entrada?

Entrar X
Mientras X#1 hacer:
Si X es par, X = X/2

Si no, X = 3X +1

Parar

Si X es 7 los valores son: 7,22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16,8, 4,2, 1

Se trata de un problema de decision no computable
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Ejemplos

Problema de Parada
Dado un programa (o algoritmo o Maquina de Turing) A y un valor de la
entrada X, ;podemos saber siempre si A se parard o no?

El Programa A con la

entrada X, ¢llegara a

pararse ?

No hay manera de saber, en general y en un tiempo finito, si la ejecucion de un
programa dado con una entrada dada terminara o no.

Es un problema de decision no computable
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Ejemplos

El problema de la verificacion

Dada la descripcion formal de un problema, P, y un programa A que
supuestamente lo resuelve, ;es posible construir un programa que verifique si A
resuelve, efectivamente, P ?

SI
Problema P (El Programa A resuelve -
efectivamente el
9

Este problema es mucho mas general que el de la parada

Es un problema de decision fuertemente no computable
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Limites de la Computabilidad

Resumiendo ...

Problemas
* B
Lenguajes independientes _
de contexto

Lenguajes regulares
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Introduccién a la Complejidad Introduccién a la Complejidad
Definicion de complejidad
Teoria de la complejidad computacional Cantidad de recursos necesarios para la resolucion de:
= un problema,
¢ Estudio de los recursos necesarios para resolver los problemas = un algoritmo o
teoricamente computables = un calculo
Se analizan dos recursos principales:
¢ C(lasificacion de los problemas computables y los algoritmos en términos = Tiempo (pasos, operaciones elementales, ...) Complejidad temporal

de su “coste” o posibilidad de resolucion efectiva

Computabilidad y Complejidad

= Espacio (celdas, posiciones de memoria, ...) Complejidad espacial

Esta definicion depende del sistema computacional = Se considera como
sistema de referencia la Maquina de Turing
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Introduccién a la Complejidad

Complejidad de un calculo
Se refiere a una MT y una entrada concretas
Son valores numéricos ct, ce

Complejidad de un algoritmo
Para una cierta MT compute un dato de entrada genérico
Son funciones #(n) y s(n) de la longitud del dato n en el peor caso

Complejidad un problema
Se definiria como la complejidad de su algoritmo mas sencillo (;?)

Normalmente se establece una cota superior, un valor medio o se delimita una
clase de funciones (tasa u orden de crecimiento)
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Introduccién a la Complejidad

Ordenes de complejidad

= constante fm) =K

= logaritmica f(n)e O(log n)
= lineal f(n)e Om)

= polindmica fn)e Omr)

= exponencial fn)e O27)

= factorial f(n)e On!)

los algoritmos se consideran efectivos o tratables hasta

Complejidad polinomica

Computabilidad y Complejidad
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Introduccién a la Complejidad

Reducciones en tiempo polinémico

Son algoritmos de transformacion entre problemas que requieren tiempo
polinébmico

= Generales entre si operaciones de division y cuadrado
= Generales a decision factorizacion y primos
= Decision entre si Viajante y SAT

los problemas que se reducen unos en otros en tiempo polinomico
son de complejidad similar
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Problemas intratables

Ejemplo: Las torres de Hanoi

otro de menor.

- El juego consiste en mover los
n anillos de la torre A a la torre
B o C, usando la otra como
Q % ayuda, pero sin que haya un
N Na— ~ disco de mayor diametro sobre
\"-\——-
A B

ol

¢ La cota minima de complejidad para este problema es 2"

un ordenador capaz de hacer 10° operaciones por segundo, tardaria 1 ms en
resolver el juego con 10 anillos y casi 36 afios si colocamos 50 anillos !
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Problemas intratables

Problemas atin mas intratables

Numero | Tiempo d? Tiempo dze Tiempo | Tiempo dj ¢ Muchos juegos son problemas intratables (ej. el ajedrez 3")
de discos | CPU (s CPU (s de CPU | CPU (s 1 : ,
., e) e) (sg)’ ve) HP 9000/D250 (tejo) ¢ Hay problemas todavia peores:
? 8GI Origin 200 (lisisu02) w la aritmética de Presburger (la que trata de establecer mecanismos de
14 0.9 0.15 3Sun Enterprise 250 (encina) validacion logica sobre proposiciones planteadas en numeros enteros con la
15 1.92 0.26 16 i
4 Pentium 4 2 2.8 MHz operacion suma) es de complejidad 2exp(2(exp(n)))
16 3.86 0.52 n, en este caso, es el nimero de operadores de la proposicion (+,=, =,—3...)
17 774 0.99 057 0187 *Tiempos calculados con un
: : : . programa en Fortran 90 w WSIS (es decir, Presburger incluyendo afirmaciones sobre conjuntos de
18 15.57 1.98 1.11 0.312 enteros) es fuertemente intratable
19 31.27 3.89 2.16 0.64 L. . . Iy
» la aritmética de primer orden (Presburger incluyendo la operacion
20 62.61 782 429 1312 multiplicacion) es no computable
21 124.76 15.62 8.8 2.73
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Clases de complejidad Clases de complejidad

Clase P NP-dificil (NP-hard)

Problemas de decisién computables = Problema al que se pueden reducir en tiempo polinémico problemas NP

= por una MT (o algoritmo) determinista

= en tiempo polinémico

poPp NP-completo
A Problemas NP

Clase NP = es I,\IP dificil

Problemas de decision computables » ostaen NP Problemas P

= por una MT (o algoritmo) no determinista

. P NP-completo
= en tiempo polinémico
Conjetura ;P=NP?
71 millon de dolares para quien lo demuestre!
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Ejemplos

Ejemplos de problemas NP-completos

= Satisfacibilidad booleana (SAT)
= Viajante de comercio (TSP)

= Ciclo hamiltoniano

» Puzzle del 15 (generalizado)

= Buscaminas

Ejemplos

Problema del viajante (TSP)

Se dispone de un mapa de n ciudades, con las distancias entre ellas. ;Es
posible realizar una ruta que pase por todas las ciudades y cuya
longitud total sea menor de una cierta cantidad ?

e Este problema es inabordable para n mayor de 200.

= Tetris e Se puede generalizar facilmente: como mover la cabeza de un robot de
s« Sudoku taladrar agujeros sobre un circuito impreso (cientos de agujeros, y miles
. de circuitos)
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Ejemplos Mas clases de complejidad
Primos Otras clases
Considerando complejidad temporal
Dado un niimero entero no negativo jes primo? = EXPTIME tiempo exponencial tm)eO(2rm )
= NEXPTIME tiempo exponencial en maquina no determinista
e cra considerado NP hasta que, en 2002, Manindra Agrawal con sus "
estudiantes encontré un algorimto polinémico (PRIMES in P, 2002) Respecto a la complejidad espacial
e cn este problema se basan algunos métodos de encriptacion = L espacio logaritmico y tiempo ilimitado
= NL espacio logaritmico en maquina no determinista
Decidir si un niimero es primo es un problema P = PSPACE espacio polindmico y tiempo ilimitado
s EXPSPACE espacio exponencial s(n)eO( 2°™ ) y tiempo ilimitado
n
Computabilidad y Complejidad Computabilidad y Complejidad
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EXPSPACE

Jerarquia de Clases

Problemas de decision

Decidible

o
-

[ Indecidible ]

EXPTIME
PSPACE
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Algunas ideas finales

Los problemas no computables seguiran siéndolo aunque cambiemos el
modelo de computacion.

Los problemas intratables pueden abordarse con modelos alternativos:
= Sistemas paralelos
= Computacion cuantica
= Computacion molecular
= Computacion estocastica

Hay mucho “trabajo pendiente” en este campo
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